Una formula per /7)™, e alcune applicazioni.

Riassunto. Viene dedotta per induzione la formula per la derivata m-esima della
inversa di una funzione di classe O™, analoga alla formula del prodotto (f(x).g(x))™
formulata da Leibnitz. Si conclude con alcune applicazioni al calcolo di integrali di funzioni
razionali, alla teoria dei residui in variabile complessa e al calcolo di zeri di funzioni.

§1. Motivazione

Nel marzo del 85, quando iniziai a scrivere la mia prima tesi di laurea, in Venezuela,
riprendendo gli esercizi n°® 3 e 4 del Examples XLVIII, del classico, A Course of Pure
Mathematics’ dell'illustre Godfrey Harold Hardy, [1] notai un metodo veloce e innovativo
per calcolare i coefficenti dello sviluppo di una integrale razionale, il cui denominatore era
un polinomio con radici di molteplicita 1 *.

Il problema in questione é: Se tutte le radici di Q(x)=0 sono reali e diverse, e P(zr) é
di grado minore che Q(z), allora,

P(x)dr P(a)
a0 e

su tutte le radici o« di Q(z)=0.

In |z — qf (1)

Se invece: Qz) = (x— )’ [[(x - B)
allora, |
N
dove, "(a)Q" -
4o 20 2P - Q@) PO

Risolviamo prima il caso in cui le radici di Q(x) siano semplici.

Poz,

* Vedere anche esercizio 2, a pag 32 di Ahlfors,[2].



Allora, applicando il Lemma di Hospital,
P(z) _ P(a)

= lim 7(33—04)]3(3:) = lim
=M T w0 QW

Vediamo ora il caso in cui Q(z) ha almeno una radice doppia. Allora per ottenere (2)
basta calcolare A e A’, perché B seque dalla prima parte.
Poi, di nuovo per I’Hospital,

Ao EZ0VP@) L 2P@) | 2P()
z—a Q) r—a Q' (x)  Q"(a)

)y B @PE@) L @ @)P@)
TTETOW T MG apq A7
P
@)@ Py Pa)Qi(a) — P(a)@(e)
—xh_r)r}l (r—a) (@>( ) Qi ()
Ora, come
Q@) = (v — )’ Q1(x)
Q') =2(z — )Qu(x) + (x — 0)*Q} ()
Q" (z) = 2Q1(2) + 4(z — 0)Q) (x) + (z — 0)?Q} ()
Q" (x) = 6Q(z) + 6(x — )@ (z) + (z — 0)?QY(x)
St ha,
Qi(a) =1/2 Q"(a)
Qi(a) =1/6 Q" ().
Poi,
- P@)35Q"(@) — P(a)§Q" (@) _ 2{3P()Q" () — P(a)Q" (@)}

Q1 ()} 3{Q"(a)}?

Dallo sviluppo anteriore € chiaro che una formula per la derivata n—esitma del quoziente
di due polinomi, comporterebbe una formula per il calcolo di tutti i coefficenti dello sviluppo
di una integrale razionale.

E anche chiaro che:
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per la formula di Leibnitz. Adesso daremo una formula per g(_l)m, per poi calcolare tutti
i coefficenti dello sviluppo di una integrale razionale.

§2. Una formula per la derivata n-esima del quoziente.

Prima di iniziare, ¢ necessario ricordare *:

(iﬁlai)n= > L(lﬁ) (3)

i1 0l i !

i1 izt Fim=n

notare che per m = 2, e la formula del binomio:

(a+b)" = Z Zn a b

i+j=n

Teorema. Se f(x)# 0 € C™) allora,

k

(%)(n) = i (1) . D) Z L' ( H f(ij)) (4)

R
k=1 i1 dioddip=n LR NG

notare che f_(kH) = f~*=1 mentre f(ij) - (f(ij—l))"

Prova. (Per Induzione)

Se n=1, allora per le regole di derivazione (f_l)/ = —f72. ' mentre se n=1, in (4),
k & al piu uguale a 1,
1
Y ij=1=i =1,
j=1

poi,

(%)‘1) _ (D)W D) % o)

Se n=2, allora (f~1)® = (y=1) = (=f=2-f ) =2f3(s ')’ = f~2f " . mentre se n=2

in (4), k assume due valori: 1 e 2,

1

D ij=2=ip =2

=1

2
dij=2=i =1y =1
j=1

* Vedere esercizio 36 a pagina 7 in Pélya [3], con h =1
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Poi la formula sara:

Se n=3, allora,

UMY =@ =2 =6t () e

mentre se n=3, in (4) si ha

Poi la formula sara:
(3) 3! 3! A (3)
-1 — (). f(=2) = —_1)2.9. 3 —4_ 2
() =0ty g/ T2 1'21” + (D% 1!111!<f> '

Supponiamo che la formula sia vera fino a n, ovvero:

n k

(1) = ey ()

i1ldgl i !
k=1 ininteotip=n 0 =1

Allora avremo provato il Teorema se

I I NI VS (DL )
(f) ((f) ) kzzl ( 1) f o i1+i2+~;k:n+1 il!-igl...ik!(jl;[lf )
Adesso, per ipotesi )

D" () = (St > () -

k=1 i1+ig++ig=n
k

) {<—1>'f<—1><k+1>f—’“‘1‘1f'-( > L.(Hf(“))

7,1' 7,2' (23

i1+i2+ - Fig=n j=1

e A D SR (Zf“f“)Hf(“))}
J

gl
i1 ig4ofig=n TR
1#j



n

_ {(_1)k+1(k._|_1)f—(k+2)< Z T (Hf F09) ))}

k= i1igtFig=n

+Z{ gDy $(§:f@j+l) ﬁ fm))}

Lol
i1tigtoig=n LR NG =1
I#j

_ Z{(—l)’“f“’““) ) k Z X (kzlf s )}
(Zf(”“) II f‘“))}

i1+i2+"'+ik—1:n+1
l#]

n Z{ fo Y

i14izt-Fig=n

(s

F(—)nLL o) (n+n! <f,> ) (—1)'. f2. n Flnt)

101111 n!

i1 )il gy

= {(—D’“f‘(’““) >,

t1Fig+-Fig_1=n+1

ipleiglecig g

n

Z{ ~t) S

L . ipleiglig!
t1+ig+-+ip=n

(Z Flis+D) H fm)) }

(n+1)!

= DN Gy T
ki(—l)kf_(k-i-l){- | Z ) PRI (Hf £l )
=2 i1+io+Fip_1=n+1

s zk<if<zﬂ+l>nf<zz>>}

11+ig++ip=n
I#j

F(=1)" (1) D <f,> (1)

Adesso ricordando la prova per ottenere la formula (3), si ottiene la formula (4) e si ha la
tesi.

Poi come,

()" =3t ¥

9 k=1 i1+ttt tig=n

(Hg‘” )

i1lig!sig!

se g(x) # 0, si ottiene che:
(n) (n) n v
() =) =2 ()G =
:;}(Z)f(n v)Z Dt Y

t1Fiz+Fig=n

(1),

’Ll' ’LQ' lk
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§3. Applicazioni alla soluzione delle integrali Razionali

Teorema 1. Sia R(X):gg§ una funzione razionale propria, grado di P(x) < grado Q(x).

Allora se Q(x)=[;~,(z — 2:)¥, (z; radice complessa di molteplicita k;), si avra:

dove

Prova. In effetti, se Q(z) = (z — 2)* - Q1(z), Q1(2;) # 0, il termine p nello sviluppo
anteriore e,

i 2V P@) @ 2)PP)
T—2; Q(.T) T2 (.T - Zi)le(‘T)
k—p
— lim P) __ L (B )(Zi)

T—2; (.T — Zi)k_le(.T) (k —P)' Ql

e P(z;) # 0, giacche la funzione ¢ razionale propria.

Chiaramente se Q(x) ha soltanto radici reali z;, allora

Corollario 1.

P(x) P(x) @)

Q@) T —m) & o

oppure, se le radici hanno molteplicita,

ACT R ) o W i O
Q) ILL(—z)h  He (k-5 (z—az)b 7
dove Q;(z) = (IC_Q(;;JCZ .
Corollario 2



—2 Re(D;z;), essendo, D; = 5(@), (Re(z) & la parte

dove B; =2 Re(D;), C; =
reale di z).
Infatti,
3 Pa) 3 PG
P(z) _ P(z) :i:Q%J+§:Q@)
T — z; ) T —7z;

P(z) <~ Di(z—7%)+ Dz — z)
_Z (. —z)(z — %)

& e(Di+ D) - (D Em+ Diz)
=2 @ z)(x — =) e

Bi r + Cl
(= z)(z - Z)

(]

I
—

dove Bj =2 Re(Dl), Cl = -2 Re(DlZ)

Corollario 3. Sia,

i = 77—\~ i)y d i =
(ki =) Qi (1), dove  Qife) (z — 2;)ks
avremo che ‘ o ‘
B;j =2 j (=1’"'Re(D;z"~"), Ci; =2 (-1)’Re(D;z/)
Prova. N
ki 1 ki _DZ(.T — Z)] + E(.T — Zi)J

N
Il
—_
<
Il
—

Giacche, ab + ba = 2Re(ab), allora applicandolo al numeratore abbiamo

Di (x—%) + Di (z—2z) =2Re(D; (v — 2)’)
J . J .
_ I\, k i—kTy. -k _ TN\ k j—k . .0k
= 2Re<z <k>x (=1)7%D; z ) = 22 <k>a: (=1)"*Re(D; 2’ ~%)
k=0 k=0
non superano x!, allora basta considerare soltanto, k = 0,1. Allora,

Ma come le potenze z*
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::2[<j>(_1y'ap-}ﬁ%fi(zﬂj)-+ J(=177" - - Re(D; (2:)")

0
—(2(=1)7Re(Di (") )+ (25 (~1)" " Re(Dy (23)7))
=Bj; -z +Cjj

Si noti che se k; =1 Vi, allora j = 1, cioé siamo nel Corollario 2,
Bi1 =237 (-1)°Re(D;), Ci =2 (—=1)Re(D;z).

Infine,

Corollario 4. Sia R(x) una funzione razionale propria, tale che,

P(z) P(zx)
R(x) = = — -
SETE B G ) B e
m k; n k;
~ Ay ~ Bijz + Cy
et (x — x;)’ ; ]Z:; (z —zi)(x — %)
allora se definiamo,
1 P\ (si=d) Q(z)
Do =ilGs) G dove Quie) = Em
avremo che,
1 P A (ri—d) Q(z)
J (’ri _])' (le) (l’ ) dove Ql (aj) (.1' _ .I‘Z)g’
e7
Bij =2j (=1 "'Re(D;z7™ "), Cij =2 (1) Re(D;z?).
Esempi.

dx
1. .
/1‘2—1

Allora,

/xzdilz/(x—lc)l%:/{xflmfﬁdm

Adesso per il Corollario 1,



Poi,

dx 1 dzx dzx 1 1 r—1
_ — Az —1-1 1 _— ( ( .
/mz—l 2{/x—1+/x+1} 2{n|x | = Injz+ |+C} 2nm+1+c

dx
2. | ———.
/:1:2+1

Allora, sviluppando

/”ﬂd—il:/(ﬂf—gﬁ:/{x/—li%ii}dﬂ

Adesso per il Corollario 1,

P(x) =
Qr)=24i; Q(z)=2x. x1=1; x9=—i
1 1 1 -1
A= Q' (z1) oy B= Q' (x2) =9

Poi,

/daz _i{daz+d$}
2241 2 \lz—i x+i

1 ) ) 1 T —1
=5 {ln(a: —i) —In(z +1) —1—0}— Eln <x+i)+c = arctan(x)

Poi dalla definizione di logaritmo complesso,

1
In(x +iy) = 5111(332 +9%) £i(¢ + 2kn)

dove k ¢ un intero e ¢ e ’angolo definito da ’argomento di x + iy,

1 T — 1y
2% " \z 1 yi ¢ —lm

dove [ ¢ intero e questo differisce da una costante dal valore di arctan(x), infine

1 —1 1 1+
arctan(a:):Eln<i+z) = Zln<1i_z> = Im(In(1 +ix)),

dove x ¢ reale. Questa formula puo essere anche dedotta partendo dalla formula della
tangente complessa per ottenere l'inversa.

3r2 +1
3'/ TR

Allora,




322 +1 As A, A, B
I:/(x—1)3J(rx—4)dx:/{(x—1)3+(m—1)2+(w—1)+(w—4)}dx

Adesso per il Corollario 1,

P(z) =322 +1
P(x)=6-x
Q)= (z—-1)’@@—-4)=a* -7+ 152> — 13z +4 = (z—1)3Q: ()
Q' (z) = 42> — 212? 4 30x — 13.
Poi,
5 PO _ 342 41 49
CQ(4)  4-43-21-424120-13 27
1 /Py &) P 322+1 49
Asp=—(=) (1); == = 12
3=k k!(Q) (L); 0, -4 Bz +12) + 7=
1 /P\© —4
A=5(g) W=7
1/Py 1 \\ 1y
Ay — ﬁ<§> (1) = ((3a:+12)+49 (—m_4)) (1) =32| _+ 49 (—m_4)
1y (—49)  —22
+ (@-4)2) et T 22T 9
1 /P\" 1 9\ 49, 1 v
Al_i(@) (1)__<(3$+12)+a:—4> (1) ?(:c—z;) (1)
_§< —2 ) B
2 \(z—4)2)le=1 27
Infine,
| L_%/L_@/L+4_9/L
3 ) (z-13 9) (x2-12 27) (xz—1) 27) (x—4)
—4 121 49, x—4‘+c
= — — — In
3=2) (z—1)2 " 9xz—-1 27 lz—-1
~ 2 1, 2 B $_4‘+C
T 3@-12 " 9x-1) 27 “lz-1l""

322 +8
4. d
/(x2+1)(a:2+4) v

Allora,

22+ )@+ @211 | @+4)

I—/ 3x2 +8 Bix+Cy  Bex+Cy
VA
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Utilizando il Corollario 2,

P(z) = 32% + 8
Qz)= > +1)(2?4+4) = (x£i)(zx£2i) = 2 + 522 + 4.
3z +8 —5i
Dl—( )= 10~ o
By = 2Re (%)_o,
—5i 5
Cl = 2Re (T(—Z)): §

Bo = 2Re (%) =0,

Cy = —2Re (g( 2i)) = —4/3.
Poi,

5 dx 4 dx 5 2 x
I = g J,‘Q—H — § m = g arctanx — g arctan(E) + C
§4. Applicazioni alla teoria dei residui

Il modo in cui solitamente ci viene introdotto il calcolo dei residui, e per risolvere
integrali finiti o infiniti, di funzioni di variabile reale; cioe la teoria delle funzioni propone
il calcolo dei residui come metodo per risolvere integrali di Analisi Matematica. Ora, in
questa sezione, noi vedremo il contrario, cioe come un metodo di analisi matematica, quale
e il calcolo della derivata n-esima del quoziente permetta di calcolare residui.

E chiaro che se definiamo funzione analitica o differenziabile di una variabile complessa

z, in zg, il limite,
f/(ZO) — hm f(z)_f(z0)7

zZ—20 Z — 20

allora la nostra formula (5), sara valida anche nella teoria delle funzioni analitiche.

Diremo che f(z) ha un zero di ordine k in z, se esiste g(z) tale che

f(z) = (z==)

k

g(z)> 9(2’0) 7& 0.

Analogamente diremo che f(z) ha un polo di ordine k in zg, se esiste g(z) tale che

f2) = ———g(2), =) #0.

(z — 20)
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Ora, € noto dal teorema dei residui che se f(z) = g(z)/h(z), ha un polo semplice in zp,
allora il Residuo di f in zg e

Res(f,20) = lim (2= 2) f(2) = }f,((?o))
e se il polo ¢ doppio, *
2 / 2 . "
Res(f, ZO) _ g (ZO) o g(ZO)h‘ (ZO)

h//(zo) 3'h//(20)2

che coincidono perfettamente con i coefficienti A e A’ a pag 1. Poi abbiamo motivato il

Teorema 2. Siano g e h funzioni analitiche in zy e sia g(z9) # 0 e h(2) = (2 — 20)* - hy(2),
hi(z9) # 0. Allora g/h ha un polo di ordine k > 1 in zy é il residuo di é

g 1 g (k—1)
Res(ﬁ7z0) = m <h_1> (20), se E>1
¢ g g
Res(ﬁ,z()) = W(ZO)’ se k=1

Prova. Se k =1 & banale. Se k > 1 & f ha un polo di ordine k in zq, f(2) = 1/(z — 20)* f1,
fi(zo) # 0. Poi il residuo di f in zy ¢ il coefficiente del termine (z — zp)*~) nello
sviluppo di Taylor di fi(z). Ma come fi(z) = g/h; questo coefficente ¢ chiaramente

o () .

Esempio 1. Calcoli il residuo di f(z) = €**/z(2% 4+ 1)2, nel polo doppio z = i.

In virtu del teorema 2, tale residuo e:

(e 271 (244072 (1) = e“liz7 2z +i)? — 27 2(z+i) 2 =227z + 1))z
1

= 4—e(i_2 () =

Esempio 2.

& zdz
I
Calcoli /_Oo i 13

* Vedere Marsedn, pag 206-11 [5]
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/
Poi I =27 -4 (ﬁ (x0), dove zg e Zg sono le radici di 22 + 4z + 13 = 0. Cioe

rg=—2+4 3i e Tg = —2 + 3i. Allora come,

<ﬁ> (z0) = (¢ —T)* = 22(z —T5)*> = (¢ —T9)* - (1 - 2zo(x0 — Tg) ')

T — Tg
1 2 2 i
— - Z©2+30)=— —_
365G T) = 35 = T3
CioéI:—%.

E chiaro che il contributo alla teoria avviene see (se e soltanto se) ogni funzione che ha
un polo di ordine k & della forma,

f(2) = T80 h(z) = (2= 20)F h(2),  alz0) £0,
ma questo e evidente.

Ora, il teorema dei residui su puo scrivere in una forma analoga.

Teorema. Se f ¢é analitica eccetto nei poli con molteplicita k;, allora

: == gz)de g~ 1 9 \(ki=1) (.
27t Jp f(z)dz = 2mi Jp I (2 — z;)ki B ;(kz —1)! (hz) (2i)

dove
I (2 — 2)F = (2 — )" hi(2), hi(2;) # 0

Sen=1ek, =1, allora

R R
omi Jr (2 — z;) (2 —2z) = 9(=)

che é la formula di Cauchy.

Ora diamo un’ultima applicazione !.
PP

Il Corollario 4, ci mostra che una funzione razionale amette uno sviluppo del tipo

dove gli

— 13 —



Insomma, la nota scomposizione in frazioni semplici di una funzione razionale non e
altro che un caso particolare del teorema dei residui.

Ma in generale, se f(z) e g(z), sono analitiche e g(z) ha un polo di ordine k in 2, allora
lo sviluppo di Laurent di h(z) é:

f(z)
9(2)

b b
:m—l—---—i-m—i-z:an(z—z)”

n>1

= h(z)

p.p

dove p.p, sta per parte principale di h(zp) in 2.

Allora (6) ci induce il

Teorema 3. Il quoziente di due funzioni analitiche, dove quella al denominatore ha dei
zeri, & una funzione razionale see essa ammette uno sviluppo di Laurent, finito, coincidente
con la sua parte principale. In pit, i coefficenti di tale sviluppo sono i residui di h nei punti,
coincidenti con le derivate (k — 1) esime in tali punti, cioé:

(k—1)
by, = Res(g,zk) = ﬁ (g) (zk)

E importante dire che sia il Teorema 2, che 3, ci permettono di dimostrare il teorema
dei residui comunemente noto, senza fare uso ne del Teorema di Cauchy ne del teorema
sullo sviluppo in serie di Laurent, & per tanto di ricostruire la teoria dei residui in un modo
completamente innovativo.

Epilogo.

Spero che pochi di voi eravate a conoscenza sia della formula qui dedotta che delle sue
applicazioni. Ora come epilogo posso dirvi che pit 0 meno uno anno dopo averla dedotta
scopri nella biblioteca della facolta di Matematica dell’Universita 'La Sapienza’ di Roma, il
libro [4], il quale da nel suo Appendice C, un’altra prova della nostra formula basata su una
sua proprieta ricorrente. Poi la utilizza per trovare zeri di funzioni e di sistemi di funzioni.

Il ragionamento base per trovare zeri di funzioni partendo dalla formula per la derivata
n — estma della funzione inversa ¢ il seguente.
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Sia y = f(x), una funzione data, con derivata non nulla. Poi, chiaramente

y=f@)=2=[""(y)

Pertanto, il problema di trovare z tale che f(x) = 0 equivale al problema di trovare f~!(0).
Dal Teorema di Taylor, chiaramente,

F7H0) = %I: (%) (0) + Resto.
k=1 :

Ed ¢ qui dove interviene la nostra formula. E ora pitu evidente la gran utilita della
formula qui dedotta. Qualche risultato al riguardo e stato sviluppato nell’Appendice J di
[4].

Credo che la nostra formula abbia ancora tante cose da dirci, quello che non capisco

e perché non formi parte dei regolari corsi di Calcolo o di Teoria delle Funzioni, nella sua

versione complessa. Credo che sia stato per pigrizia che non ¢ stata sviluppata al momento
suo.

Giovanni Orlando.
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